
 

 

专题 20  概率、随机变量与分布列 

（思维构建+知识盘点+重点突破+方法技巧+易混易错） 

 

 

 

知识点 1  随机事件的概率与古典概型 

1、事件的相关概念 

 

2、频率与概率的关系 

（1）频率：在 n 次重复试验中，事件 A 发生的次数 k 称为事件 A 发生的频数，频数 k 与总次数 n 的比

值
k

n
，叫做事件 A发生的频率． 

（2）概率：在大量重复尽心同一试验时，事件 A 发生的频率
k

n
总是接近于某个常数，并且在它附近摆

动，这时，就把这个常数叫做事件 A 的概率，记作 ( )P A ． 



 

 

（3）概率与频率的关系：对于给定的随机事件 A ，由于事件 A 发生的频率
k

n
随着试验次数的增加稳定

于概率 ( )P A ，因此可以用频率
k

n
来估计概率 ( )P A ． 

3、事件的关系与运算 

（1）包含关系：一般地，对于事件 A 和事件 B ，如果事件 A 发生，则事件 B 一定发生，这时称事件 B 包含

事件 A（或者称事件 A包含于事件 B ），记作 B A 或者 A B ． 

（2）相等关系：一般地，若 B A 且 A B ，称事件 A 与事件 B 相等． 

（3）并事件（和事件）：若某事件发生当且仅当事件 A 发生或事件 B 发生，则称此事件为事件 A 与事件 B 的

并事件（或和事件），记作 A B（或 A B ）． 

（4）交事件（积事件）：若某事件发生当且仅当事件 A 发生且事件 B 发生，则称此事件为事件 A 与事件 B

的交事件（或积事件），记作 A B（或 AB ）． 

（5）互斥事件：在一次试验中，事件 A 和事件 B 不能同时发生，即 =A B ，则称事件 A 与事件 B 互斥； 

如果
1A ，

2A ，…，
nA 中任何两个都不可能同时发生，那么就说事件

1A ，．
2A ．，…，

nA 彼此互斥． 

（6）对立事件：若事件 A和事件 B 在任何一次实验中有且只有一个发生，即 A B 不发生，A B 

则称事件 A和事件 B 互为对立事件，事件 A 的对立事件记为 A ． 

4、概率的基本性质 

（1）对于任意事件 A都有： 0 ( ) 1P A  ． 

（2）必然事件的概率为1，即 ( )=1P  ；不可能事概率为 0 ，即 ( )=0P  ． 

（3）概率的加法公式：若事件 A与事件 B 互斥，则 ( ) ( ) ( )P A B P A P B  ． 

推广：一般地，若事件 1A ， 2A ，…， nA 彼此互斥，则事件发生（即 1A ， 2A ，…， nA 中有一个发生）

的概率等于这 n 个事件分别发生的概率之和，即： 1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nP A A A P A P A P A       ． 

（4）对立事件的概率：若事件 A与事件 B 互为对立事件，则 ( ) 1 ( )P A P B  ， ( ) 1 ( )P B P A  ，且

( ) ( ) ( ) 1P A B P A P B   ． 

（5）概率的单调性：若 A B ，则 ( ) ( )P A P B ． 

（6）若 A， B 是一次随机实验中的两个事件，则 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B   ． 

5、古典概型 

（1）古典概型的定义：一般地，若试验 E 具有以下特征： 

①有限性：样本空间的样本点只有有限个； 

②等可能性：每个样本点发生的可能性相等． 

称试验 E 为古典概型试验，其数学模型称为古典概率模型，简称古典概型． 

（2）古典概型的概率公式：一般地，设试验 E 是古典概型，样本空间包含 n 个样本点，事件A 包含其中



 

 

的 k 个样本点，则定义事件 A的概率  
 

 

n Ak
P A

n n
 


． 

 

知识点 2  相互独立事件与条件概率、全概率 

1、相互独立事件 

（1）相互独立事件的概念 

对于两个事件 A， B ，如果 )( | ) (P B A P B ，则意味着事件 A 的发生不影响事件 B 发生的概率．设

( ) 0P A  ，根据条件概率的计算公式，
( )

( ) ( )
( )

|
P AB

P B P B A
P A

  ，从而 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ． 

由此可得：设 A， B 为两个事件，若 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ，则称事件 A 与事件 B 相互独立． 

（ 2 ）概率的 乘法公式 ：由条件 概率的定 义，对于 任意两个事 件 A 与 B ，若 ( ) 0P A  ，则

( )|) ( ) (P AB P A P B A ．我们称上式为概率的乘法公式． 

（3）相互独立事件的性质：如果事件 A， B 互相独立，那么 A 与 B ， A与 B ， A 与 B 也都相互独立． 

（4）两个事件的相互独立性的推广：两个事件的相互独立性可以推广到 ( 2 )n n n  *
N， 个事件的相互独立

性，即若事件 1A ， 2A ，…， nA 相互独立，则这 n 个事件同时发生的概率 1 2 1 2( ) ( )( ) ( )n nP A A A P A A P A ． 

2、条件概率 

（1）条件概率的定义：一般地，设 A，B 为两个事件，且 ( ) 0P A  ，称
( )

( )
( )

|
P AB

P B A
P A

 为在事件 A 发生的

条件下，事件 B 发生的条件概率． 

（2）条件概率的性质 

①条件概率具有概率的性质，任何事件的条件概率都在0 和 1 之间，即 1|0 ( )P B A  ． 

②必然事件的条件概率为 1，不可能事件的条件概率为 0 ． 

③如果 B 与C 互斥，则 (| |( ) (|) )P B C A P B A P C A  ． 

3、全概率公式 

（1）全概率公式： |( ) ( ) ( ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A  ； 

（2）若样本空间中的事件 1A ， 2A ，…， nA 满足： 

①任意两个事件均互斥，即 i jA A ， 1 2i j n， ，， ，， i j ； 

② 1 2 nA A A    ； 

③   0iP A  ， 1 2i n ，， ，． 

则对中的任意事件 B ，都有 1 2 nB BA BA BA    ，且 



 

 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )|
n n

i i i

i i

P B P BA P A P B A
 

   ． 

4、贝叶斯公式 

（1）一般地，当 0 ( ) 1P A  且 ( ) 0P B  时，有
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| |

| |

P A P B A P A P B A
P A B

P B P A P B A P A P B A
 


 

（2）定理 2若样本空间中的事件
1 2 nA A A， ， ， 满足： 

①任意两个事件均互斥，即 i jA A ， 1 2i j n， ，， ，， i j ； 

②
1 2 nA A A    ； 

③  0 1iP A  ， 1 2i n ，， ，． 

则对中的任意概率非零的事件 B ，都有
1 2 nB BA BA BA    ， 

且

1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

| |

|

j j j j

j n

i i

i

P A P B A P A P B A
P A B

P B
P A P B A



 


 

 

知识点 3  随机变量的分布列、均值与方差 

1、随机变量的有关概念 

（1）随机变量：随着试验结果变化而变化的变量，常用字母 X，Y，ξ，η，…表示． 

（2）离散型随机变量：所有取值可以一一列出的随机变量． 

2、离散型随机变量分布列 

（1）离散型随机变量分布列的表示：一般地，若离散型随机变量 X 可能取的不同值为 1 2 i nx x x x， ， ， ， ， ，

X 取每一个值 ix ( 1 2 )i n ，， ， 的概率 ( )iP X x  ip ，以表格的形式表示如下： 

X  
1x  

2x   
ix   

nx  

P  
1p  

2p   
ip   

np  

我们将上表称为离散型随机变量 X 的概率分布列，简称为 X 的分布列．有时为了简单起见，也用等式

( )i iP X x p  ， 1 2i n ，， ，表示 X 的分布列． 

（2）分布列的性质：（1） 0ip  ， 1 2i n ，， ，；（2）
1 2 1np p p    ． 

3、离散型随机变量的均值与方差 

（1）均值： 1 1 2 2( ) i i n nE X x p x p x p x p      为随机变量 X 的均值或数学期望，它反映了离散型随机

变量取值的平均水平． 

（2）均值的性质 

① ( )E C C （ 为常数）． C



 

 

②若Y aX b  ，其中 a b， 为常数，则Y 也是随机变量，且 ( ) ( )E aX b aE X b   ． 

③
1 2 1 2( ) ( ) ( )E X X E X E X   ． 

④如果
1 2X X， 相互独立，则

1 2 1 2( ) ( ) ( )E X X E X E X   ． 

（3）方差： 2

1

(( ) ( ))
n

i i

i

D X x E X p


  为随机变量 X 的方差，它刻画了随机变量 X 与其均值 E(X)的平均偏离

程度，称其算术平方根 ( )D X 为随机变量 X 的标准差． 

（4）方差的性质 

①若Y aX b  ，其中 ,a b为常数，则Y 也是随机变量，且 2( ) ( )D aX b a D X  ． 

②方差公式的变形： 2 2( ) ( ) [ ( )]D X E X E X  ． 

 

知识点 4  两点分布、二项分布、超几何分布与正态分布 

1、两点分布：若随机变量 X 的分布列具有下表的形式，则称 X 服从两点分布，并称 p＝P(X＝1)为成功概率． 

X 0 1 

P 1－p p 

2、二项分布 

（1） n次独立重复试验：一般地，在相同条件下重复做的 n 次试验称为 n 次独立重复试验． 

【注意】独立重复试验的条件：①每次试验在同样条件下进行；②各次试验是相互独立的；③每次试验都

只有两种结果，即事件要么发生，要么不发生． 

（2）二项分布的表示：一般地，在n 次独立重复试验中，用 X 表示事件 A 发生的次数，设每次试验中事件

A发生的概率为 p ，不发生的概率 1q p  ，那么事件 A 恰好发生 k 次的概率是   Ck k n k

nP X k p q   （ 0k  ，

1， 2，…， n ），于是得到 X 的分布列 

X  0  1  … k  … n  

p  0 0C n

n p q  1 1 1C n

n p q   … Ck k n k

n p q   … 0Cn n

n p q  

由于表中第二行恰好是二项式展开式   0 0 1 1 1 0C C C C
n n n k k n k n n

n n n nq p p q p q p q p q        各对应

项的值，称这样的离散型随机变量 X 服从参数为 n ，p 的二项分布，记作 ( )X B n p～ ， ，并称 p 为成功概率． 

（3）二项分布的期望、方差：若 ( )X B n p～ , ，则 ( )E X np ， )( 1) (np pD X   ． 

3、超几何分布：在含有M 件次品的 N 件产品中，任取 n 件，其中恰有 X 件次品，则事件 X k 发生的概

率为 ( )
k n k

M N M

n

N

C C
P X k

C



  ， 0k  ，1，2，…，m ，其中 minm M n ， ，且 n N ，M N ，n ，M ，
*N N ，

称分布列为超几何分布列．如果随机变量 X 的分布列为超几何分布列，则称随机变量 服从超几何分布． 

X  0 1 … m  

X



 

 

P  

0 0n

M N M

n

N

C C

C



  
1 1n

M N M

n

N

C C

C



  … 

m n m

M N M

n

N

C C

C



  

4、正态曲线与正态分布 

（1）正态曲线：我们把函数

2

2

( )

2
,

1
( ) e

2

x

x




 









， ( )x  ， （其中  是样本均值， 是样本标准差）

的图象称为正态分布密度曲线，简称正态曲线．正态曲线呈钟形，即中间高，两边低． 

（2）正态曲线的性质 

①曲线位于 x 轴上方，与 x 轴不相交； 

②曲线是单峰的，它关于直线 x  对称； 

③曲线在 x  处达到峰值（最大值）
1

2 
； 

④曲线与 x 轴之间的面积为 1； 

⑤当 一定时，曲线的位置由  确定，曲线随着  的变化而沿 x 轴平移； 

⑥当  一定时，曲线的形状由 确定． 越小，曲线越“高瘦”，表示总体的分布越集中； 越大，曲线

越“矮胖”，表示总体的分布越分散， 

（3）正态分布：一般地，如果对于任何实数 a ， ( )b a b ，随机变量X 满足
, ( )d( )

b

a
P xa X b x     ，则

称随机变量 X 服从正态分布．正态分布完全由参数  ， 确定，因此正态分布常记作 2( )N  ， ．如果随机

变量 X 服从正态分布，则记为 2( )X N  ， ． 

其中，参数  是反映随机变量取值的平均水平的特征数，可以用样本的均值去估计； 是衡量随机变

量总体波动大小的特征数，可以用样本的标准差去估计． 

（4） 3 原则 

若 2( )X N  ， ，则对于任意的实数 0a  ， , ( )d( )
a

a
P a X a xx






 



      为下图中阴影部分的

面积，对于固定的  和 a 而言，该面积随着 的减小而变大．这说明 越小，X 落在区间 ( , ]a a   的概

率越大，即 X 集中在  周围的概率越大 

 

特别地，有 ( ) 0.6826P X        ； ( 2 2 ) 0.9544P X        ； ( 3 3 )P X      

0.9974 ． 

由 ( 3 3 )P X       0.9974 ，知正态总体几乎总取值于区间 ( 3 3 )    ， 之内．而在此区间

以外取值的概率只有 0.0026 ，通常认为这种情况在一次试验中几乎不可能发生，即为小概率事件．在实际



 

 

应用中，通常认为服从于正态分布 2( )N  ， 的随机变量 X 只取 ( 3 3 )    ， 之间的值，并简称之为3

原则． 

 
重难点 01  二项分布中的最值问题 

记 ( )kp P x k  ，则当 ( 1)k n p  时， 1k kp p  ，pk 递增；当 ( 1)k n p  时， 1k kp p  ， kp 递减. 

故 kp 最大值在 ( 1)k n p  时取得（此时 1k kp p  ，两项均为最大值； 

若 ( 1)n p 非整数，则 k 取 ( 1)n p 的整数部分时， kp 最大且唯一）. 

【典例 1】（24-25 高三上·河北沧州·月考）某市为了传承中华优秀传统文化，组织该市中学生进行了一次文

化知识答题竞赛.已知某同学答对每道题的概率均为
2

3
，且每次答题相互独立，若该同学连续作答 20 道试题

后结束比赛，记该同学答对m道试题的概率为  f m ，则当m           时，  f m 取得最大值. 

【典例 2】（24-25 高三上·江西新余·月考）已知 4 个独立的报警器都只有“发出警报”和“不发出警报”两种状

态，某种险情发生时每个报警器都有
2

3
的概率发出警报，设某次险情发生时发出警报的警报器数量为 X . 

(1)求 X 的分布列与数学期望； 

(2)求  *Nk k 的值使某次险情发生时有最大的概率有k 个报警器发出警报. 

 

 

 

 

 

 

重难点 02  概率在决策中的应用 

利用随机变量的数学期望与方差可以帮助我们做出科学的决策，其中随机变量 X 的数学期望的意义在于描

述随机变量的平均程度，而方差则描述了随机变量稳定与波动或集中与分散的状况．品种的优劣、预报的

准确与否、机器的性能好坏等很多指标都与这两个特征量有关． 

【典例 1】（2024·广东广州·模拟预测）小张参加某项专业能力考试.该考试有A ， B ，C 三类问题，考生可

以自行决定三类问题的答题次序，回答问题时按答题次序从某一类问题中随机抽取一个问题回答，若回答

正确则考试通过，若回答错误则继续从下一类问题中再随机抽取一个问题回答，依此规则，直到三类问题

全部答完，仍没有答对，则考试不通过.已知小张能正确回答A ，B ，C 三类问题的概率分别为 1p ， 2p ， 3p ，

且每个问题的回答结果相互独立. 

(1)若小张按照A 在先， B 次之，C最后的顺序回答问题，记 X 为小张的累计答题数目，求 X 的分布列； 

(2)小张考试通过的概率会不会受答题次序的影响，请作出判断并说明理由； 

(3)设 23 10 1p p p    ，为使累计答题数目的均值最小，小张应如何安排答题次序？并说明理由. 



 

 

 

 

 

 

 

【典例 2】（23-24 高三下·安徽·一模）高三联考数学试卷的多项选择题每小题满分 6 分，每小题有 4 个选项，

其中只有 2 个或者 3 个选项是正确的.若正确选项有 2 个，则选对其中 1 个得 3 分；若正确选项有 3 个，则

选对其中 1 个得 2 分，选对其中 2 个得 4 分，答案中有错误选项的得 0 分.设一套数学试卷的多项选择题中

有 2 个选项正确的概率为  0 1p p  ，有 3 个选项正确的概率为1 p .在一次模拟考试中： 

(1)小明可以确认一道多项选择题的选项 A 是错误的，从其余的三个选项中随机选择 2 个作为答案，若小明

该题得分 X 的数学期望为 3，求 p； 

(2)小明可以确认另一道多项选择题的选项 A 是正确的，其余的选项只能随机选择.小明有三种方案：①只选

A 不再选择其他答案；②从另外三个选项中再随机选择 1 个.共选 2 个；③从另外三个选项中再随机选择 2

个，共选 3 个.若
1

3
p  ，以最后得分的数学期望为决策依据，小明应该选择哪个方案？ 

 

 

 

 

 

 

重难点 03  概率统计与函数、导数的综合问题 

（1）根据题目所求或题干给出的条件确定自变量及其取值范围； 

（2）根据题意构建函数模型，写出函数的解析式； 

（3）对构造的函数进行求导或利用函数单调性，求解目标函数的最值或最优解． 

【典例 1】（23-24 高三下·湖北襄阳·模拟预测）甲和乙两个箱子中各装有N 个大小、质地均相同的小球，并

且各箱中
3

5
是红球，

2

5
是白球. 

(1)当 5N = 时，从甲箱中随机抽出 2 个球，求 2 个球的颜色不同的概率. 

(2)由概率学知识可知，当总量 N 足够多而抽出的个体足够少时，超几何分布近似为二项分布，现从甲箱中

不放回地取 3 个小球，恰有 2 个白球的概率记作 1P ；从乙箱中有放回地取 3 个小球，恰有 2 个白球的概率

记作 2P . 

①求 1P ， 2P . 

②当 N 至少为多少时，我们可以在误差不超过 0.001（即 1 2 0.001P P  ）的前提下认为超几何分布近似为二

项分布？（参考数据： 578 24.04 ）. 



 

 

 

 

 

 

 

 

【典例 2】（23-24 高三下·辽宁沈阳·模拟预测）某校举行篮球比赛，规则如下：甲、乙每人投 3 球，进球多

的一方获得胜利，胜利 1 次，则获得一个积分，平局或者输方不得分.已知甲和乙每次进球的概率分别是
1

2
和

p ，且每人进球与否互不影响. 

(1)若
3

4
p  ，求乙在一轮比赛中获得一个积分的概率； 

(2)若
1 3

3 4
p  ，且每轮比赛互不影响，乙要想至少获得 3 个积分且每轮比赛至少要超甲 2 个球，从数学期

望的角度分析，理论上至少要进行多少轮比赛？ 

 

 

 

 

 

 

重难点 04  概率统计与数列的综合问题 

1、概率统计与数列的综合问题涉及的三个方面 

（1）以数列为背景考查概率问题．此类问题表面看来是数列问题，但实际上常考查互斥事件和相互独立事

件的概率，解决这类问题，首先要清楚基本的概率模型的定义，再选择恰当的概率公式解决问题． 

（2）以期望为背景考查数列求和．此类问题求解的关键是确定变量的所有可能取值及对应的概率，深入考

查了数列求和的方法． 

（3）以概率为背景考查数列通项公式．此类问题的求解关键是通过对概率关系的研究，构造数列． 

2、题型识别 

此类问题的特征是第 n 次操作的情况会影响第 n+1 次操作的情况,解题步骤如下: 

（1）设出第 n 次操作后需要求解的概率 P； 

（2）根据题目中的条件得到数列{Pn}所满足的递推关系式; 

（3）通过数列递推关系式求通项或数列的和解决问题． 

【典例 1】（23-24 高三下·山东菏泽·模拟预测）菏泽牡丹栽培始于隋，兴于唐，盛于明清，自古享有“曹州

牡丹甲天下”的美誉.四月，菏泽大地上牡丹次第绽放，观赏牡丹拥有 9 大色系､10 大花型､1280 余个品种，

以最亮眼的姿态恭迎八方游人.某旅行团带游客来菏泽观赏牡丹，游客可自由选择曹州牡丹园和中国牡丹园



 

 

的一处游览，若每位游客选择曹州牡丹园的概率是
3

4
，选择中国牡丹园的概率是

1

4
，游客之间选择意愿相互

独立. 

(1)从游客中随机选取3人，记3人中选择曹州牡丹区的人数为 X ，求 X 的分布列､均值与方差； 

(2)现对游客进行问卷调查，若选择曹州牡丹园记2 分，选择中国牡丹园记 1 分，记已调查过的累计得分为n

分的概率为 nP ，求 nP . 

 

 

 

 

 

 

【典例 2】（23-24 高三下·福建·模拟预测）为庆祝祖国75周年华诞，某商场决定在国庆期间举行抽奖活动．盒

中装有5个除颜色外均相同的小球，其中2 个是红球，3个是黄球．每位顾客均有一次抽奖机会，抽奖时从

盒中随机取出1球，若取出的是红球，则可领取“特等奖”，该小球不再放回；若取出的是黄球，则可领取“参

与奖”，并将该球放回盒中． 

(1)在第 2 位顾客中“参与奖”的条件下，第 1 位顾客中“特等奖”的概率； 

(2)记 1nP  为第 n个顾客参与后后来参与的顾客不再有机会中“特等奖”的概率，求数列 nP 的通项公式； 

(3)设事件 X 为第 k 个顾客参与时获得最后一个“特等奖”，要使 X 发生概率最大，求k 的值． 

 

 

 

 

 

 

 

一、随机事件的频率与概率 

1、频率是概率的近似值，概率是频率的稳定值．通常用概率来反映随机事件发生的可能性的大小，有时也

用频率来作为随机事件概率的估计值． 

2、随机事件概率的求法：利用概率的统计定义求事件的概率，即通过大量的重复试验，事件发生的频率会

逐渐趋近于某一个常数，这个常数就是概率． 

【典例 1】（24-25 高三上·重庆·开学考试）某池塘中饲养了 A､B 两种不同品种的观赏鱼，假设鱼群在池塘里

是均匀分布的.在池塘的东､南､西三个采样点捕捞得到如下数据（单位：尾），若在采样点北捕捞到 20 尾鱼，



 

 

则品种 A 约有（    ） 

采样点 品种 A 品种 B 

东 20 9 

南 7 3 

西 17 8 

A．6 尾 B．10 尾 C．13 尾 D．17 尾 

【典例 2】（24-25 高三上·江西·开学考试）（多选）某冷饮店为了保证顾客能买到当天制作的酸皮奶，同时

尽量减少滞销，统计了 30 天的销售情况，得到如下数据： 

日销售量/杯 [25,35)  [35, 45)  [45,55)  [55,65)  [65,75]  

天数 4 6 9 5 6 

以样本估计总体，用频率代替概率，则下列结论正确的是（    ） 

A．估计平均每天销售 50 杯酸皮奶（同一组区间以中点值为代表） 

B．若当天准备 55 杯酸皮奶，则售罄的概率为
11

30
 

C．若当天准备 45 杯酸皮奶，则卖不完的概率
1

3
 

D．这 30 天酸皮奶日销售量的 80%分位数是 65 杯 

 

 

二、判断互斥、对立事件的两种方法 

（1）定义法：判断互斥事件、对立事件一般用定义判断，不可能同时发生的两个事件为互斥事件；两个事

件，若有且仅有一个发生，则这两事件为对立事件，对立事件一定是互斥事件． 

（2）集合法：①由各个事件所含的结果组成的集合彼此的交集为空集，则事件互斥． 

②事件 A 的对立事件所含的结果组成的集合，是全集中由事件 A 所含的结果组成的集合的补集． 

【典例 1】（24-25 高三上·河北秦皇岛·一模）若干人站成一排，其中为互斥事件的是（    ） 

A．“甲站排头”与“乙站排头” B．“甲站排头”与“乙站排尾” 

C．“甲站排头”与“乙不站排头” D．“甲不站排头”与“乙不站排头” 

【典例 2】（24-25 高三上·陕西安康·开学考试）（多选）一个不透明的盒子中装有大小和质地都相同的编号

分别为 1，2，3，4 的 4 个小球，从中任意摸出两个球．设事件 1A  “摸出的两个球的编号之和小于 5”，事

件 2A “摸出的两个球的编号都大于 2”，事件 3A  “摸出的两个球中有编号为 3 的球”，则（    ） 

A．事件 1A 与事件 2A 是互斥事件 B．事件 1A 与事件 3A 是对立事件 

C．事件 1A 与事件 3A 是相互独立事件 D．事件 2 3A A 与事件 1 3A A 是互斥事件 



 

 

 

 

三、复杂事件的概率的两种求法 

（1）直接求法，将所求事件分解为一些彼此互斥的事件，运用互斥事件的概率求和公式计算． 

（2）间接求法，先求此事件的对立事件的概率，再用公式 P(A)＝1－P( A )求解(正难则反)，特别是“至多”“至

少”型题目，用间接求法就比较简便． 

【典例 1】（23-24 高三下·辽宁·模拟预测）某疾病全球发病率为0.03%，该疾病检测的漏诊率（患病者判定

为阴性的概率）为5%，检测的误诊率（未患病者判定为阳性的概率）为1%，则某人检测成阳性的概率约

为（    ） 

A． 0.03%  B．0.99%  C．1.01%  D．1.03%  

【典例 2】（23-24 高三下·安徽合肥·模拟预测）某高校强基计划入围有 3 道面试题目，若每位面试者共有三

次机会，一旦某次答对抽到的题目，则面试通过，否则就一直抽题到第 3 次为止．李想同学答对每道题目

的概率都是 0.6，假设对抽到的不同题目能否答对是独立的． 

(1)求李想第二次答题通过面试的概率； 

(2)求李想最终通过面试的概率. 

 

 

 

 

 

 

四、古典概型的概率 

用公式法求古典概型的概率就是用所求事件 A 所含的基本事件个数除以基本事件空间 Ω 所含的基本事件个

数求解事件 A 发生的概率 P(A)．解题的关键如下： 

①定型，即根据古典概型的特点——有限性与等可能性，确定所求概率模型为古典概型． 

②求量，利用列举法、排列组合等方法求出基本事件空间 Ω 及事件 A 所含的基本事件数． 

③求值，代入公式 P(A)＝
A包含的基本事件的个数

基本事件的总数
求值． 

【典例 1】（23-24 高三上·四川内江·月考）从甲、乙等6名志愿者中随机选4 名参加社区服务工作，则甲、

乙都入选的概率为（    ） 

A．
2

5
 B．

1

4
 C．

1

3
 D．

2

15
 

【典例 2】（23-24 高三下·湖南·模拟预测）九九重阳节期间，甲､乙两名同学计划去敬老院做志愿者，若甲

同学在初八、初九、初十这三天中随机选一天，乙同学在初八、初九这两天中随机选一天，且两名同学的

选择互不影响，则他们在同一天去的概率为（    ） 



 

 

A．
1

6
 B．

1

3
 C．

1

2
 D．

2

3
 

 

 

五、求相互独立事件同时发生的概率的方法 

(1)首先判断几个事件的发生是否相互独立． 

(2)求相互独立事件同时发生的概率的方法主要有： 

①利用相互独立事件的概率乘法公式直接求解． 

②正面计算较繁或难以入手时，可从其对立事件入手计算． 

【典例 1】（23-24 高三上·山西大同·月考）已知某音响设备由五个部件组成，A 电视机，B 影碟机，C 线路，

D 左声道和 E 右声道，其中每个部件能否正常工作相互独立，各部件正常工作的概率如图所示.能听到声音，

当且仅当 A 与 B 至少有一个正常工作，C 正常工作，D 与 E 中至少有一个正常工作.则听不到声音的概率为

（    ） 

   

A．0.19738 B．0.00018 C．0.01092 D．0.09828 

【典例 2】（24-25 高三上·广东·开学考试）在电子游戏中，若甲，乙，丙通关的概率分别是
2 4 3

, ,
3 5 4

，且三人

通关与否相互独立，则在甲，乙，丙中恰有两人通关的条件下，甲通关的概率为（    ） 

A．
2

5
 B．

1

3
 C．

6

13
 D．

7

13
 

 

 

六、求条件概率的两种方法 

（1）利用定义，分别求 P(A)和 P(AB)，得
( )

( ) ( )
( )

|
P AB

P B P B A
P A

  ，这是求条件概率的通法． 

（2）借助古典概型概率公式，先求事件 A 包含的基本事件数 n(A)，再求事件 A 与事件 B 的交事件中包含的

基本事件数 n(AB)，得
( )

( )
( )

|
n AB

P B A
n A

 . 

【典例 1】（24-25 高三上·甘肃白银·月考）质监部门对某种建筑构件的抗压能力进行检测，对此建筑构件实

施打击，该构件有 ,A B两个易损部位，每次打击后，A 部位损坏的概率为
3

10
， B 部位损坏的概率为

1

2
，则

在第一次打击后就有部位损坏（只考虑 A B､ 两个易损部分）的条件下， ,A B 两个部位都损坏的概率是（    ） 

A．
3

13
 B．

5

13
 C．

17

20
 D．

3

20
 

【典例 2】（24-25 高三上·辽宁·开学考试）某公司的两名同事计划今年国庆节期间从大理、丽江、洱海、玉



 

 

龙雪山、蓝月谷这5个著名旅游景点中随机选择一个游玩.若在两人中至少有一人选择大理的条件下，求两

人选择的景点不同的概率为（    ） 

A．
5

8
 B．

8

9
 C．

7

8
 D．

6

7
 

 

 

七、全概率公式与贝叶斯公式的使用 

1、全概率公式
1

( ) ( ) ( )|
n

i i

i

P B P A P B A


 在解题中体现了“化整为零、各个击破”的转化思想，可将较为复杂的

概率计算分解为一些较为容易的情况分别进行考虑． 

2、利用贝叶斯公式求概率的步骤 

第一步：利用全概率公式计算 ( )P A ，即
1

( ) ( ) ( )|
n

i i

i

P A P B P A B


 ； 

第二步：计算 ( )P AB ，可利用 ( ) ( ) ( )|P AB P B P A B 求解； 

第三步：代入
( )

( )
( )

|
P AB

P B A
P A

 求解． 

3、贝叶斯概率公式反映了条件概率
( )

( )
( )

|
P AB

P B A
P A

 ，全概率公式
1

( ) ( ) ( )|
n

i i

i

P A P B P A B


 及乘法公式

( ) ( ) ( )|P AB P B P A B 之间的关系，即

1

|( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) (

|

| )

j j j j j

j n

i i

i

P B A P B P A B P B P A B
P B A

P A P A
P B P A B



  


． 

【典例 1】（24-25 高三上·河北沧州·月考）中国是瓷器的故乡，瓷器的发明是中华民族对世界文明的伟大贡

献，瓷器传承着中国文化，有很高的欣赏和收藏价值．现有一批同规格的瓷器，由甲、乙、丙三家瓷厂生

产，其中甲、乙、丙瓷厂分别生产 300 件、300 件、400 件，而且甲、乙、丙瓷厂的次品率依次为 4%、3%、

3%．现从这批瓷器中任取一件，若取到的是次品，则其来自甲厂的概率为      ．（结果保留两位小数） 

 

【典例 2】（24-25 高三上·福建莆田·月考）第三次人工智能浪潮滚滚而来，以 ChatGPT 发布为里程碑，开辟

了人机自然交流的新纪元.ChatGPT 所用到的数学知识并非都是遥不可及的高深理论，概率就被广泛应用于

ChatGPT 中.某学习小组设计了如下问题进行探究：甲和乙两个箱子中各装有 5 个大小相同的小球，其中甲

箱中有 3 个红球､2 个白球，乙箱中有 4 个红球､1 个白球. 

(1)从甲箱中随机抽出 2 个球，在已知抽到红球的条件下，求 2 个球都是红球的概率； 

(2)抛一枚质地均匀的骰子，如果点数小于等于 4，从甲箱子随机抽出 1 个球；如果点数大于等于 5，从乙箱

子中随机抽出 1 个球.求抽到的球是红球的概率； 

(3)在（2）的条件下，若抽到的是红球，求它是来自乙箱的概率. 

 



 

 

 

 

 

 

 

八、求离散型随机变量 X 的均值与方差的步骤 

（1）理解 X 的意义，写出 X 可能取的全部值． 

（2）求 X 取每个值时的概率． 

（3）写出 X 的分布列． 

（4）由均值的定义求 E(X)． 

（5）由方差的定义求 D(X)． 

【典例 1】（24-25 高三上·贵州·月考）已知甲､乙两人参加某档知识竞赛节目，规则如下：甲､乙两人以抢答

的方式答题，抢到并回答正确得 1 分，答错则对方得 1 分，甲､乙两人初始分均为 0 分，答题过程中当一人

比另一人的得分多 2 分时，答题结束，且分高者获胜，若甲､乙两人总共答完 5 题时仍未分出胜负，则答题

直接结束，且分高者获胜.已知甲､乙两人每次抢到题的概率都为
1

2
，甲､乙两人答对每道题的概率分别为

3 5
,

4 12
，每道题两人答对与否相互独立，且每题都有人抢答. 

(1)求第一题结束时甲获得 1 分的概率； 

(2)记 X 表示知识竞赛结束时，甲､乙两人总共答题的数量，求 X 的分布列与期望. 

 

 

 

 

 

 

【典例 2】（24-25 高三上·福建福州·月考）已知篮球比赛中，得分规则如下：3 分线外侧投入可得 3 分，踩

线及 3 分线内侧投入可得 2 分，不进得 0 分；经过多次试验，某生投篮 100 次，有 20 个是 3 分线外侧投入，

20 个是踩线及 3 分线内侧投入，其余不能入篮，且每次投篮为相互独立事件． 

(1)求该生在 4 次投篮中恰有三次是 3 分线外侧投入的概率； 

(2)求该生两次投篮得分 的分布列及数学期望． 

 

 

 

 



 

 

 

 

九、独立重复试验与二项分布 

1、定型：“独立”“重复”是二项分布的基本特征，“每次试验事件发生的概率都相等”是二项分布的本质特征．判

断随机变量是否服从二项分布，要看在一次试验中是否只有两种试验结果，且两种试验结果发生的概率分

别为 p,1－p，还要看是否为 n 次独立重复试验，随机变量是否为某事件在这 n 次独立重复试验中发生的次

数． 

2、定参，确定二项分布中的两个参数 n 和 p，即试验发生的次数和试验中事件发生的概率． 

3、列表，根据离散型随机变量的取值及其对应的概率，列出分布列． 

4、求值，根据离散型随机变量的期望和方差公式，代入相应数据求值． 

相关公式：已知 X～B(n，p)，则 P(X＝k)＝Ck
n pk(1－p)n－k(k＝0,1,2，…，n)，E(X)＝np，D(X)＝np(1－p)． 

【典例 1】（24-25 高三上·甘肃白银·月考）激光的单光子通信过程可用如下模型表述：发送方将信息加密后

选择某种特定偏振状态的单光子进行发送，在信息传输过程中，若存在窃听者，由于密码本的缺失，窃听

者不一定能正确解密并获取准确信息.某次实验中，假设原始信息的单光子的偏振状态0 ，1，2 等可能地出

现，原始信息的单光子的偏振状态与窃听者的解密信息的单光子的偏振状态有如下对应关系. 

原始信息的单光子的偏振状态 0 1 2 

解密信息的单光子的偏振状态 0，1， 2  0，1，3  1，2 ，3  

已知原始信息的任意一种单光子的偏振状态，对应的窃听者解密信息的单光子的偏振状态等可能地出现. 

(1)已知发送者连续两次发送信息，窃听者解密信息的单光子的偏振状态均为 1.求原始信息的单光子有两种

偏振状态的概率. 

(2)若发送者连续三次发送的原始信息的单光子的偏振状态均为 1，设窃听者解密信息的单光子的偏振状态为

1 的个数为 X ，求 X 的分布列和数学期望 ( )E X . 

 

 

 

 

 

 

【典例 2】（22-23 高二下·北京延庆·期中）已知某计算机网络的服务器有三台设备，只要有一台能正常工作，

计算机网络就不会断掉．如果三台设备各自能正常工作的概率都为 0.8，它们之间互相不影响．设能正常工

作的设备数为 X ． 

(1)求 X 的分布列； 

(2)求  E X 和  D X ； 

(3)求计算机网络不会断掉的概率． 



 

 

 

 

 

 

 

 

十、求超几何分布的分布列的步骤 

第一步：验证随机变量服从超几何分布，并确定参数 , ,N M n的值； 

第二步：根据超几何分布的概率计算公式计算出随机变量取每一个值时的概率； 

第三步：用表格的形式列出分布列。 

【典例 1】（23-24 高三下·河南信阳·模拟预测）袋中有 8 个除颜色外完全相同的小球，其中 1 个黑球，3 个

白球，4 个红球. 

(1)若从袋中一次性取出两个小球，即取到的红球个数为 X ，求 X 的分布列和数学期望； 

(2)若从袋中不放回的取 3 次，每次取一个小球，取到黑球记 0 分，取到白球记 2 分，取到红球记 4 分，在

最终得分为 8 分的条件下，恰取到一个红球的概率. 

 

 

 

 

 

 

【典例 2】（24-25 高三上·广东·月考）已知某批矿物晶体中含有大量水分子，且经过测量发现其中轻水分子，

重水分子，超重水分子的比例为6:3:1. 

(1)现利用仪器从一块矿物晶体中分离出 3 个水分子，用频率估计概率，求至少分离出 2 个轻水分子的概率； 

(2)从一块矿物晶体中分离出 10 个水分子，其中轻水分子的个数有 6 个，然后再从这 10 个水分子中随机分

离出 3 个水分子来进行后续的实验，记这 3 个水分子中轻水分子的个数为 X ，求 X 的数学期望. 

 

 

 

 

 

 

十一、关于正态总体在某个区间内取值的概率求法 

（1）熟记 P(μ－σ<X≤μ＋σ)，P(μ－2σ<X≤μ＋2σ)，P(μ－3σ<X≤μ＋3σ)的值． 

（2）充分利用正态曲线的对称性和曲线与 x 轴之间面积为 1.①正态曲线关于直线 x＝μ 对称，从而在关于 x

＝μ 对称的区间上概率相等；②P(X<a)＝1－P(X≥a)，P(X<μ－a)＝P(X≥μ＋a)． 



 

 

【典例 1】（23-24 高三下·江西新余·模拟预测）已知连续型随机变量 X 与离散型随机变量Y 满足

  2~ , 0X N     ，
1

~ 16,
2

Y B
 
 
 

，若 X 与Y 的方差相同且  2 4 0.3P X   ，则  4P X  （    ）. 

A． 0.8 B．0.5  C．0.3  D．0.2  

【典例 2】（23-24 高三下·重庆·模拟预测）为了选拔雏鹰计划的预备人员，某地区教育局对高一年级新生进

行了测试（测试分为初试和复试）．现共有 400 名学生参加初试，且所有学生的初试成绩X 近似服从正态分

布  269,11N ，根据以往入选同学的初试和复试成绩走势，本届复试作出如下规定：①初试成绩高于 91 分

者免于复试，直接确定为雏鹰计划的预备人员；②初试成绩高于 80 分且不超过 91 分的学生有资格参加复

试，下图为从以往入围雏鹰计划预备人员的所有同学中随机抽取的 20 名同学的的初试和复试成绩． 

 

(1)试估计这 400 名学生中能参加复试的人数，并说明规定①的合理性； 

(2)复试试题由两道数学题和两道物理题构成，已知数学题的难度系数为 0.5（可以理解为进入复试的学生答

对每道数学题目的概率是 0.5），物理题目的难度系数均为P ，能否答对这些题目相互独立，每个考生需答完

四个题目，至少答出其中三个即通过复试并确定为雏鹰计划的预备人员，如果本次确定为雏鹰计划的预备

人员数目不能超过 33 人，请确定物理试题的难度系数 P 的取值范围． 

附：若随机变量 X 服从正态分布  2,N   ，则   0.6827P X        ，

   2 2 0.9545, 3 3 0.9973P X P X                 ． 

 

 

 

 

 

 

 

易错点 1  互斥事件与对立事件关系模糊 

点拨：  “互斥事件”和“对立事件”都是就两个事件而言的，互斥事件是指事件 A 与事件 B 在一次实验中不



 

 

会同时发生，而对立事件是指事件 A 与事件 B 在一次实验中有且只有一个发生，因此，对立事件一定是互

斥事件，但互斥事件不一定是对立事件。 

【典例 1】（24-25 高三上·上海·开学考试）装有红球、白球和黑球各 2 个的口袋内一次取出 2 个球，有如下

的一些事件：①两球都不是白球；②两球恰有一个白球；③两球至少有一个白球，其中与事件“两球都为白

球”互斥而非对立的事件是（    ） 

A．① B．①② C．②③ D．①②③ 

【典例 2】（23-24 高三上·江苏徐州·月考）从一堆产品（其中正品与次品都多于 2 件）中任取 2 件，观察正

品件数和次品件数，则下列每对事件互斥但不对立的是（    ） 

A．“至少有 1 件次品”与“全是次品” 

B．“恰好有 1 件次品”与“恰好有 2 件次品” 

C．“至少有 1 件次品”与“全是正品” 

D．“至少有 1 件正品”与“至少有 1 件次品” 

 

 

易错点 2  使用概率加法公式没有注意成立条件 

点拨：  概率加法公式是指当事件 A、B 为互斥事件时，则有 ( ) ( ) ( )P A B P A P B   ，否则只能使用一

般的概率加法公式 P(A+B)＝P(A)+P(B)- P(A∩B)。解此类题关键是要分清已知事件是由哪些互斥事件组成的，

然后代公式 P(A+B)＝P(A)+P(B)求解，若已知事件不能分解为几个互斥事件的和，则只能代一般的概率加法

公式。 

【典例 1】（23-24 高三下·云南昆明·三模）（多选）在一个有限样本空间中，事件 , ,A B C 发生的概率满足

     
1

3
P A P B P C   ，  

5

9
P A B  ，A 与C 互斥，则下列说法正确的是（    ） 

A．  
1

3
P AC   B．A 与 B 相互独立 

C．  
1

27
P ABC   D．  

8

9
P A B C   

【典例 2】（23-24 高三下·湖北·二模）（多选）已知 ,A B为随机事件，    0.5, 0.4P A P B  ，则下列结论正

确的有（    ） 

A．若 ,A B为互斥事件，则   0.9P A B   

B．若 ,A B为互斥事件，则   0.1P A B   

C．若 ,A B相互独立，则   0.7P A B   

D．若  | 0.3P B A  ，则  | 0.5P B A   

 



 

 

 

易错点 3  在求离散型随机变量分布列时忽视所有事件概率和为 1 

点拨： 解答此类题常见的错误为①事件的概率不会求；②所求的事件概率不满足 

1 2 3 1np p p p     。对于②我们通常先求出一些简单事件的概率，如果某事件的概率不好求，在确

保其它事件的概率正确的前提下，可用性质 

1 2 3 1np p p p     求解。  

【典例 1】（23-24 高三上·天津河东·月考）设随机变量 X 的概率分布列为： 

X 1 2 3 4 

P 
1

12
 m 

7

12
 n 

已知  
17

6
E X  ，则 2m n       . 

【典例 2】（24-25 高三上·江苏南通·月考）（多选）已知随机变量 X，Y，其中 3 1Y X  ，已知随机变量 X 的

分布列如下表 

X 1 2 3 4 5 

p m 
1

10
 

1

5
 n 

3

10
 

若   3E X  ，则（    ） 

A．
3

10
m   B．

1

5
n   C．   10E Y   D．  
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